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Abstract: Selv om fysiske modelforsgg inden for stremningsmekanikken har veret udfort i
arhundreder, er det forst inden for de sidste godt og vel hundrede ar, at man har kunnet uddrage
fornuftige konklusioner af forsggene og omsatte maleresultaterne til palidelige fuldskaladata.
Med udgangspunkt i den historiske udvikling af fysiske modelforsag pé skibsomradet gennem-
gés udviklingen og systematiseringen af de generelle modellove.

1. Indledning

En model er et billede af virkeligheden, som har visse veesentlige egenskaber feelles med den
undersagte prototype, mens andre egenskaber er forskellige. En model kan vere en fysisk genstand
udsat for fysiske pavirkninger, eller den kan vare af rent tankemaessigt, immaterielt indhold, som
for eksempel en matematisk eller en numerisk model. En fysisk model kan indeholde en raekke af
prototypens vigtigste egenskaber, for eksempel relativ geometrisk form, massefordeling og belge-
forhold i et modelbassin, mens andre egenskaber, som absolut sterrelse, byggematerialer og sejl-
hastighed med vilje er valgt anderledes end for prototypen. Herved kan der opnés store besparelser
i tid og penge, og forsggene kan flyttes ind i et laboratorium, hvor de fysiske omgivelser kan styres.

Overordnet set gnsker man i et modelforsgg at overholde ligedannethedsprincippet “the principle of
similitude” 1 s& hoj grad som muligt, eller med andre ord at overholde de modellove, som er rele-
vante for det pdgaeldende problem. Ligedannethedsprincippet kan formuleres som en overens-
stemmelse mellem de nondimensionale kombinationer af variable, der har betydning for det
pageldende fysiske fenomen, de sakaldte modeltal. Ved dimensionsanalyse kan man opstille alle
de nondimensionale modeltal, som er teoretisk mulige for en given fysisk proces. Denne metode er
systematiseret af Buckingham (1914) i det sdkaldte Pi-teorem. Men hvis man opseger alle de
mulige nondimensionale modeltal, som kan dannes pa basis af alle de parametre, der kunne tenkes
at indga i en given fysisk proces, kan man komme op pé et meget stort antal, hvoraf de fleste vil
vare uden vasentlig betydning. Man ma derfor generelt foretage en sortering baseret pa fysisk
indsigt og erfaring.

Denne artikel omhandler hovedsagelig fysiske modelforseg, og i seerdeleshed de hydro- og aero-
dynamiske modelforseg, modellove og modeltal, der finder anvendelse indenfor skibs-, offshore- og
bygningsomradet. Hydro- og aerodynamiske modelforsgg har historisk set veret noglen til forstael-
sen af stromningsmekanikken, og modelforseg er stadig et uvurderligt verktej 1 forskningsmaessig
og industriel ssmmenhang. I dette foredrag gennemgés den grundleggende teori for sédanne for-
sog. Metoder til omregning af modelresultater til fuld skala beskrives, og skalaeffekter diskuteres.

Det skal nevnes, at modellovene ogsa kan anvendes ved sammenligning af fuldskalakonstruktioner
af forskellig storrelse, for eksempel ved omregning af fuldskalamélinger fra et mindre skib til et
storre.



2. Historisk baggrund

Modelforsag med skibe er beskrevet i den videnskabelige litteratur helt tilbage til 1600-tallet, og
forseg med modelskibe har utvivlsomt vaeret udfort pad amaterplan i artusinder. Serigse videnskabe-
lige modelforseg blev 1 1700-tallet udfert 1 bassiner, der i storrelse nermer sig vore dages
laboratoriebassiner. Som regel blev modstandsforseg udfert som sammenlignende forseg mellem
alternative udformninger af et givet skib. Men selv om datidens storste videnskabsmand blev
inddraget i forseg péd en teoridannelse og tolkning af sddanne eksperimenter, der selvsagt havde stor
strategisk og ekonomisk betydning, métte man generelt erkende, at der tilsyneladende ikke var
nogen entydig sammenhang mellem modelforsegsresultaterne og skibenes prastationer.

Sa sent som 1 1870 konstaterede den kendte skibsbygger og hydrodynamiker J. Scott Russell om
skibsmodstandsmaélinger, at “the results on a large scale, were precisely the contrary to the results
on a small scale.” Bemerkningen faldt i en diskussion i The Institution of Naval Architects 1
England (Merrifield, 1870), hvor William Froude matte forsvare sine planer for en skibsmodeltank,
som han samme ar havde fiet stotte til fra det britiske admiralitet. Froude havde i 1868 ved
teoretiske overvejelser og nogle forholdsvis enkle forsgg fundet losningen pd modelforsegsgaden
(Froude, 1868). Nogle f ar senere, da Froude ikke alene havde udfert en rekke epokegerende
modelforsegsserier 1 sin nybyggede modeltank 1 Torquay, men ogsé havde eftervist sin
analysemetodes rigtighed ved de beromte “Greyhound” fuldskalaforseg (Froude, 1874), var hele
den maritime verden blevet overbevist om verdien af skibsmodelforsegg, og 1 lobet af nogle artier
havde alle skibsfartsnationer bygget modeltanke efter Froude’s forbillede. Danmark fik dog som
det sidste land 1 Skandinavien forst sin skibsmodeltank 1 Hjortekaer 1 1959 efter Professor C.W.
Prohaskas mangeérige forarbejde.

Froude’s geni bestod i, at han i modsetning til alle sine forgengere erkendte, dels at modelforsoget
for at give mening matte udferes ved en hastighed, der sikrer ligedannethed af belgesystemerne, og
dels at skibets modstand bestar af flere fysisk meget forskellige komponenter: belgemodstand,
friktionsmodstand og trykmodstand, der ikke kan omfattes af en faelles skalafaktor. Froude’s
metode var da at male og adskille disse komponenter i modelskala, at omregne dem hver for sig til
skibsskala efter love, som han selv forst métte finde, og derefter igen sammensette komponenterne
til skibets modstand. En anden vigtig del af Froude’s begavelse var hans evne til at konstruere og
med egne hender bygge alle de maskiner, modeller og méleapparater, sdvel i modelskala som i fuld
skala, der var nedvendige for gennemforelsen af hans forseg.

Froude’s klare forstaelse af skibsmodstandens fysik var et storre gennembrud, end man i dag
forestiller sig. P4 hans tid var den almindelige opfattelse af skibsmodstand, ogsa blandt lerde folk,
hentet fra analogi med en plov, der treekkes gennem jord. Modstanden mentes at stamme fra den
kraft, der skulle til for at skubbe vandet til side, saledes at skibet kunne {4 plads til at bevege sig
frem 1 den derved skabte plovfure. Denne opfattelse forte naturligt nok til de dampskibe, der
kendes fra midten af 1800-tallet, som havde ekstremt spidse og konkave steevne og meget lille
bredde, hvilket 1 gvrigt medforte et stort antal unedvendige skibsforlis pd grund af manglende
stabilitet.

At der opstér et overtryk ved skibets forstaevn var umiddelbart forstaeligt for enhver. Men den
tanke, at overtrykket kunne omszttes til foraget hastighed langs skibets bund og sider, for sa igen
(om end med et vist tab) at blive omsat til overtryk ved agterstaevnen, var fremmed for den tids
skibsbyggere. Man kendte naturligvis Bernoulli’s ligning (1738), som forklarer denne energi-
oms&tning. Men pa det tidspunkt var der en generel mistillid til den klassiske hydrodynamik, der



ofte havde fort til uforstaelige resultater, eksempelvis d’ Alembert’s paradoks (1768), som forud-
siger modstanden nul pa et vilkarligt legeme neddykket i en stremmende ideal vaske, hvilket er
teoretisk korrekt, men i klar modstrid med erfaringen fra virkelige veesker. Praktiske skibsbyggere
og hydrodynamikere havde derfor i arevis folt sig henvist til at bygge skibe efter teoretisk svagt
funderede handregler baserede pé fuldskalaerfaringer.

3. Froude’s lov historisk

Belgemodstanden matte ifolge Froude bestemmes ved en hastighed, hvor modellens belgedannelse
var ligedannet med skibets, samtidig med, at balgesystemerne skulle veare stationzre set fra fartojet,
det vil sige bevaege sig med samme hastighed som henholdsvis model og skib, som erfaringen viser,
at skibsbelger gor. Beolgers udbredelseshastighed ¢ pd dybt vand er givet ved formlen:

c= ﬁ Q)]
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hvor g er tyngdeaccelerationen og A er belgeleengden, og denne formel var velkendt pa Froude’s

tid. Da belgelengderne pé grund af ligedannethedsbetingelsen matte forholde sig som leengderne af
henholdsvis model og skib, kunne han derfor konkludere, at hastighederne ved “corresponding
speeds ” métte forholde sig som kvadratroden af skalaforholdet, siledes at:

Vu Vs
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Hvor indeks , star for model og g for skib. Dette “speed-length ratio” med hastigheden Vi1 knob
og fartgjets leengde L 1 fod foretraekkes stadig af en del skibsbyggere af traditionsmassige grunde.
Vi skal nedenfor udlede det nondimensionale Froude-tal, som generelt bruges i dag. Ved disse
hastigheder ville modstandene sé ifelge Froude forholde sig som fartgjernes vagte, det vil sige som
skalaforholdet i tredje potens. Denne vigtige “Law of Comparison” kaldes i dag Froude’s lov.
Oprindelig havde Froude regnet med, at hele modstanden ville folge denne lov, men han erkendte
tidligt efter teoretiske overvejelser og omhyggeligt udferte forseg, at friktionsmodstanden fulgte
andre love.

Froude’s udledelse af den modelhastighed, som giver den korrekte balgedannelse, var et gennem-
brud for modelforsogsteknikken. P& Froude’s tid var det en udbredt opfattelse, at modellerne skulle
slebes med skibshastighed, og det gav naturligt nok anledning til fejlkonstruktioner, da selv simple
sammenligningsforseg mellem to modeller kan give meget misvisende resultater, nar hastighederne
er forkerte.

Det bar nevnes her, at franskmanden F. Reech allerede 1 1832 fremsatte ovennavnte lovmaessighed
for hastigheder og modstande af flydende legemer, men uden i gvrigt at udnytte denne erkendelse til
noget praktisk formél. Froude’s lov kaldes derfor undertiden Froude-Reech’s lov.

Friktionsmodstanden kunne man pa Froude’s tid ikke beregne, men det var almindelig accepteret,
at den var proportional med hastighedens kvadrat og med overfladearealet. Ogsa pd dette punkt
leverede Froude den nytaenkning, som var nedvendig, for at hans modelforsegsteknik kunne blive
en succes. Han argumenterede for, at friktionsmodstanden voksede mindre end hastighedens



kvadrat, idet hastigheden langs den vade overflade matte blive nedbremset, saledes at de agterste
dele af overfladen markede en mindre friktionsmodstand end de forreste. Denne intuitive forlgber
for grenselagsteorien vakte ogsd en del modstand blandt datidens eksperter, men Froude kunne
eftervise sin hypotese ved hjelp af systematiske serier af slaebeforseg med tynde ferniserede
treeplader af varierende leengde op til 50 fod. Herved fik han samtidig etableret det sat af
friktionsmodstandskurver, som gjorde det muligt for ham med forbavsende ngjagtighed at
ekstrapolere friktionsmodstanden helt op til skibssterrelse. 1 dag regner vi som regel friktions-
modstanden som varende proportional med hastighedens kvadrat, men korrigerer s& for ned-
bremsningen i greenselaget ved hjaelp af variable friktionsmodstandskoefficienter.

Trykmodstanden, som Froude kaldte hvirvelmodstand (eddy-making resistance), antog han ville
folge samme skalafaktor som belgemodstanden, dvs. tredje potens af det lineere skalaforhold.

Froude’s metode var at udfore modelforseg med to modeller af skibet, den ene en normal tre-
dimensional skalamodel, den anden en tynd ferniseret treplade af samme leengde og samme vade
overflade som den forste model. Modstanden pa den forste model var da den totale modelmodstand
R7, mens modstanden pa den anden model var den rene friktionsmodstand Rr. Forskellen mellem
disse, der bestod af balgemodstand og i mindre omfang af trykmodstand, bena@vnte han restmod-
standen Ry (residuary resistance). Omregningen til skibsskala foregik som navnt ved, at rest-
modstanden blev multipliceret med skalaforholdet i tredje potens, mens skibets friktionsmodstand
blev fundet ved ekstrapolation af Froude’s systematiske friktionsmodstandskurver.

Denne metode bruges stadig 1 dag, dog med den modifikation, at man beregner friktionsmodstanden
i stedet for at méle den. Efter utallige friktionsforseg med plader af varierende storrelse og ved
varierende hastighed har man veret i stand til at sammenfatte de malte friktionsmodstande 1
nondimensionale friktionslinier. Mest kendte er Schoenherr’s friktionslinie (1932) og ITTC-1957
linien, der begge med stor ngjagtighed angiver friktionsmodstanden pa plane flader med turbulent
grenselag, savel 1 modelskala som i skibsskala.

I erkendelse af, at ogsa friktionsmodstanden i nogen grad afthanger af skibsskrogets form, kan man
efter G. Hughes’ (1954) forslag, i dag benavnt ITTC-1978 metoden, indfere formfaktorer som en
tilpasning af den grundlaeggende friktionslinie til den aktuelle skibsform.

4. Froude’s lov generelt

Froude’s lov er oprindelig udledt specifikt til brug ved skibsmodelforseg. Den udtrykker, at
belgesystemerne omkring model og skib skal vere ligedannede, og da overfladebelger er bestemt af
inertikraefter og tyngdekrafter, er det med andre ord forholdet mellem disse, der skal vere ens.
Denne modellov har imidlertid generelle anvendelser, der gar langt udover skibsmodstandsforseg.

Froude’s lov gaelder for alle typer af skibs- og offshoreforsgg, hvor inertikrefter og tyngdekraefter
dominerer, det vil sige ved forseg med overfladebelger, herunder selvfremdrivningsforseg,
sodygtighedsforsag og belgebelastningsforseg. Men ogsé havne- og kystforseg med belger og
andre hydrauliske forseg med floder og vandleb, vandfald og vandkraftveerker er omfattet af
Froude’s lov. Ved overfladebelger forstas her generelt belger pé greensefladen mellem to fluider af
forskellig massefylde, saledes ogsa mellem saltvand og ferskvand eller mellem to luftlag 1
atmosfaeren.



En lang raekke tekniske forseg med faste legemer, hvor inerti og tyngde dominerer, er styret af
Froude’s lov, eksempelvis dynamiske forseg med bygninger, huse, tarne, broer og transportmidler,
samt visse ballistiske forsog.

Ogsa 1 biologisk og palaontologisk forskning har Froude’s lov spillet en vigtig rolle. Det har vist
sig, at landlevende dyrs kropsmaél og deres skridtleengde sat 1 forhold til deres hastighed i gang og
lob kan systematiseres ved hjelp af Froude’s lov. Og ved at anvende samme analysemetode pd
forstenede fortidsdyr har man kunnet bestemme, hvor hurtigt de forskellige arter af dinosaurer har
veeret 1 stand til at ga eller labe (R.M. Alexander, 1976).

Tidsskalaen 1 Froude’s lov har betydning ved filmoptagelser af modelforseg. Hvis en model-
forsegsfilm skal kunne illudere naturligt fuldskalatempo ved normal fremvisningshastighed (24
billeder per sekund for film, 25 billeder per sekund for TV), skal modelforsaget filmes med
highspeed kamera ved en billedhastighed, der svarer til tidsskalaen (se nedenfor). Dette geelder
savel tekniske forseg som spillefilmoptagelser med eksempelvis modeller af synkende skibe,
valtende tog eller sammenstyrtende huse.

Udledelsen af Froude’s lov kan foretages pd mange méder. Vi vil her tage udgangspunkt i
stromningsmekanikken, men mere generelt end Froude selv gjorde det, idet vi blot udtrykker, at
inerti- og tyngdekrafter skal have samme forhold for model og prototype. Et mal for en vaskes
inerti er forste led 1 Bernoulli’s ligning, det dynamiske tryk, der som bekendt udtrykker veskens
kinetiske energi per rumfangsenhed. Det dynamiske tryks virkning pd et vilkarligt areal 4 giver en
inertikraft. Tilsvarende finder vi tyngdekraften som virkningen af tyngdeaccelerationen g pa et
vilkarligt veeskevolumen V' med massefylden p. Modelstorrelser betegnes med indeks »,, mens
prototypesterrelser betegnes med indeks p.

inertikraft,,  inertikraft,

tyngdekraft,,  tyngdekraft,
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Ve Y,
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Ifolge ISO-standard skrives det dimensionslese Froude-tal som Fr. I skibssammenhaeng benyttes
dog ofte det @&ldre symbol F),. I skibssammenheng er det ligeledes normalt at erstatte indeks p med
et 5 for skib. Lengden L er en for det pageldende forseg karakteristisk leengde, ved skibsmod-
standsforseg pa dybt vand skibets vandlinielengde L,, .

Man ser, at massefylden p ikke indgar i Froude’s tal. Det betyder, at man kan udfere Froude-
relaterede modelforsog 1 en vilkarlig vaeske. Man kan eksempelvis benytte ferskvand 1 stedet for



saltvand og stadig fa det korrekte forhold mellem inerti- og tyngdekrafter. Men ved beregning af
kreefternes absolutte storrelse ma man dog tage hensyn til de aktuelle massefylder.

5. Skalaforhold ifelge Froude’s lov

Nér forholdet mellem inerti- og tyngdekraefter er det samme for model og prototype, folger heraf
skalaforholdet for alle andre variable. I skibsmodelforseg er det linezre skalaforhold ¢ traditionelt
forholdet mellem prototypelengde og modellengde, det vil sige:

Lo @
LM

hvor altsd normalt r>1 (idet der dog findes modelforsgg, hvor modellen med fordel kan geres
storre end prototypen).

En direkte folge af den grundleggende forudsatning 1 Froude’s lov er, at alle accelerationer
forholder sig som tyngdeaccelerationerne. Hvis vi for nemheds skyld antager, at tyngdeaccelera-
tionerne g for model og prototype er omtrent ens uanset stedet pa jordkloden, mé alle andre
accelerationer @ ogsd nedvendigvis skaleres ens, det vil sige:

ap _ 8p

ay  8u

=1 (5)

En logisk folge heraf er, at bade tid 7 og hastighed /' ma skaleres som kvadratroden af det lineare
skalaforhold:

t V
L=t = o (6)
tM VM

Krafterne F, der ifelge Newton’s anden lov er produktet af masse og acceleration, méa da forholde
sig som masserne af tilsvarende vaskevolumener, det vil sige:

FP:pP VP:pPa3 (7)
Ey pPuVyu Pu

Herefter kan alle gvrige skalaforhold udledes. En samlet oversigt findes 1 Tabel 1.

6. Reynolds’ lov historisk

At der er friktionsmodstand i tyktflydende vaesker er abenlyst for enhver, der har provet at treekke
en kniv pa langs gennem vasker som honning, tjere eller tyk olie. Men at ogsa de mest letflydende
fluider som vand og luft har en viskositet, der har en altafgerende betydning for stremningsmod-
standen pa legemer neddykket i fluiden, er ikke umiddelbart indlysende. Saledes var det indtil langt
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op 1 1800-tallet en almindelig accepteret antagelse i1 den klassiske hydrodynamik, at man uden
merkbare fejl kunne se bort fra alle viskose effekter 1 vaesker som vand. At det netop var denne
tilsyneladende meget rimelige antagelse, der var skyld i de mest igjnefaldende fejl, hvoraf d’ Alem-
bert’s paradoks nok er det mest kendte (se ovenfor), blev i realiteten forst opklaret af Ludwig
Prandtl (1904) i hans banebrydende grenselagsteori.

Viskositeten har sdvel en direkte som en indirekte virkning pa stromningsmodstanden. Viskosite-
tens direkte virkning er friktionsmodstanden, som man maerker langs en fast veeg, der er parallel
med stremningsretningen, som for eksempel langs et skibs bund og sider. Dette skyldes, at selv den
mindste viskositet vil medfere, at det inderste molekyle sidder fast pa veggen, den sakaldte “no-slip
condition”, hvorved der opstar et greenselag med en hastighedsgradient og dermed en forskydnings-
spending i veesken naer vaggen.

Viskositetens indirekte virkning er trykmodstanden. Viskositeten forarsager en opbremsning i
grenselaget tet pa legemet, som bevirker, at der opstar separation et sted pa legemets overflade
med efterfolgende hvirveldannelse nedstroms. Der sker med andre ord en energidissipation ud i
vasken, hvorved der ikke er energi nok til helt at genopbygge det samme overtryk bag legemet,
som stremningen har frembragt pd forsiden. Den samlede virkning af denne usymmetriske
trykfordeling er trykmodstanden.

For stramlinede legemer som skibe eller fly er friktionsmodstanden vasentlig storre end tryk-
modstanden. For plumpe legemer som kugler, cylindre eller kasser er omvendt trykmodstanden
helt dominerende 1 forhold til friktionsmodstanden. At gore et legeme stromlinet betyder med andre
ord at minimere trykmodstanden.

Viskositet og friktionsmodstand har beskaftiget forskerne helt tilbage til Isaac Newton, men som
navnt var der udbredt enighed om, at disse storrelser 1 vand og luft var ubetydelige. M. Navier
(1826) havde pa delvis intuitiv basis opstillet bevagelsesligningerne for veesker inklusive de
viskose krafter. Senere udledte G.G. Stokes (1845) pa en mere formelt korrekt made de samme
ligninger, som derfor kaldes Navier-Stokes’ ligninger. Men pé grund af disse ligningers kompli-
cerede natur kunne de ikke og kan stadig ikke loses matematisk, undtagen i meget specielle tilfzlde.
Dog er det i1 de senere ar blevet muligt ved anvendelse af meget stor regnekraft at lase Navier-
Stokes’ ligninger numerisk.

Forst med G. Hagen’s (1839) og J. Poiseuille’s (1841) uafth@ngige undersogelser af rorstromninger
fik man teoretiske og eksperimentelle data for viskositetens betydning pa dette teknisk vigtige
omrade. G.G. Stokes (1843) var den forste, der observerede, at stramninger kan vere ustabile,
saledes at den mindste arsag kan skabe en forstyrrelse 1 stromningen, der akkumuleres nedstroms.
Netop dette fenomen blev grundigt undersegt af Osborne Reynolds (1883), som opstillede et
kriterium for, under hvilke omstaendigheder vandets bevegelse ville vere “direct or sinuous”,
senere betegnet som henholdsvis laminar eller turbulent stromning. Betingelsen for ligedannethed
af stramninger blev benavnt Reynolds’ “Law of Similitude” eller Reynolds’ lov.

7. Reynolds’ lov generelt
Reynolds’ lov udtrykker, at hvis to stremninger i viskose, usammentrykkelige vasker eller luftarter

skal vaere ligedannede, sé skal forholdet mellem inertikraefter og friktionskraefter vaere det samme.
Inertikraften udtrykkes igen ved det dynamiske tryks virkning pa en vilkérlig flade. Friktions-



kraften pa en vilkérlig flade er ifelge Reynolds proportional med fladens areal 4, med vaskens
dynamiske viskositet 1, og med haldningen af hastighedsprofilet dU/dy ved veggen, hvor U
betegner den lokale hastighed og y er afstanden fra veeggen. Denne lovmassighed gér i virkelig-
heden helt tilbage til Isaac Newton, hvorfor vaesker, der felger den, kaldes Newton’ske.

Forholdet mellem den dynamiske viskositet 1 og massefylden p kaldes den kinematiske viskositet v
By ®)

Ved nedenstdende udledelse af den generelle Reynolds’ lov benytter man, at der overalt er tale om
forhold mellem sammenlignelige storrelser i to ligedannede stremninger. Nér man tilsyneladende
kan forkorte eksempelvis to forskellige hastigheder, skyldes det, at forholdet mellem dem er det
samme pa begge sider af lighedstegnet.

inertikraft,,  inertikraft,
friktionskraft,,  friktionskraft,
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hvor L er en reprasentativ lengde, for et skib vandlinjelaengden, for et ror eller en cylinder deres
diameter.

En konsekvens af Reynolds’ lov er, at modelforsgg kraver hastigheder, der er omvendt propor-
tionale med modelstarrelsen, hvilket er et alvorligt praktisk problem, da man med sma modeller
meget let 1 bade luft og vand kommer op pé overlydshastighed, hvor stremningerne totalt skifter
karakter. Athangigt af prototypens stromningshastighed er der altsa en absolut granse for, hvor
lille modellen kan bygges, hvis Reynolds’ lov skal opfyldes.

Et andet principielt og ulgseligt problem af sarlig betydning for skibsmodelforsog er, at Reynolds’
og Froude’s modellove ikke kan opfyldes samtidig. Reynolds’ lov kraever, at modelhastigheden er
storre end skibshastigheden, Froude’s lov kraver, at modelhastigheden er mindre end skibshastig-
heden. En logisk men uinteressant losning er naturligvis et modelforseg i skala 1:1. En anden
losning kunne vaere at udfere forsgget i en vaeske med en viskositet, der er meget mindre end
vandets, men en sadan vaske findes desvaerre ikke. I stedet m& man ved hjaelp af serlige forsegs-
og analyseteknikker korrigere for de skalaeffekter, der skyldes de ikke opfyldte modellove. Dette
problem diskuteres mere generelt nedenfor.



8. Skalaforhold ifelge Reynolds’ lov

Nér forholdet mellem inerti- og friktionskreafter er det samme for model og prototype, folger heraf
skalaforholdet for alle andre variable. Igen definerer vi det lineaere skalaforhold & som forholdet
mellem prototypelengde og modellengde, det vil sige:

——=a (10)

hvor altsd normalt r>1 (idet der dog findes modelforsgg, hvor modellen med fordel kan geres
storre end prototypen).

Forholdet mellem hastighederne V" er umiddelbart givet ved Reynolds’ lov:

v :V_ML_P:V_Ma (11

M
Vo Ve L, Vp

Man ser heraf, at der kan vare fordele ved at skifte forsogsmedium. Da den kinematiske viskositet
for vand er omkring 10-15 gange mindre end for luft, kan man eksempelvis ved at udfere vind-
belastningsforseg i vand opna korrekt Reynolds’ tal ved en 10-15 gange lavere hastighed end 1 luft.
En sidan forsegsteknik forudsatter dog, at man kan undga belgeeffekter pd vandoverfladen.

I de folgende beregninger forudsattes det for enkelhedens skyld, at modelforsogene udfores i
prototypemediet, det vil sige luft/luft eller ferskvand/ferskvand ved samme temperatur. Ifelge
Reynolds’ lov har man da:

Vi =V (12)

Skalaforholdet for tiden # kan udledes pé folgende made:

VP LP tM atM M

~

Der er altsd ifolge Reynolds’ lov en ganske betydelig skalafaktor pé tiden, hvilket har stor
betydning ved forsgg med stremningsinducerede vibrationer i platforme og broer, hvor man bade
ved modelbygning og i forsegsanalysen ma tage hensyn til denne skalafaktors virkning pa
frekvenserne. Ogsa pa dette omrade kan der opsté en uleselig konflikt mellem Reynolds’ og
Froude’s modellove.

Accelerationerne a skaleres ifolge Reynolds’ modellov som:

=0—=— (14)



Krafterne F, der ifelge Newton’s anden lov er produktet af masse og acceleration, skaleres da pa
folgende méde, idet vi fastholder forudsatningen om samme stremningsmedium:

Fr _Pe Vo ap _ Pr
Fy pyVya, Py

1
— =1 (15)
o

Ifelge Reynolds’ modellov skal hastigheden altsd ages sa meget i modelforseget, at krcefterne bliver
de samme som for prototypen. Alene dette forhold viser, at modelforseg pé skibe, offshore-

konstruktioner og bygninger med korrekt Reynolds’ tal er naesten umulige at gennemfore i praksis.

Herefter kan alle ovrige skalaforhold udledes. En samlet oversigt findes i Tabel 1.

Froude’s lov Reynolds’ lov

Langde (m) o o
Areal (m?) o’ o’
Volumen (m*) o’ o’
Masse (kg) o’ o’
Tid (s) o'’ o
Frekvens (s'l) a? o’
Hastighed (m/s) o? o
Acceleration (m/s’) 1 o
Kraft (N) o’ 1
Tryk (N/ m?) o o’
Energi (J) o' a
Effekt (J/s) o a’

Tabel 1 Skalaforhold af forsagsvariable ved modelforsag under overholdelse
af henholdsvis Froude’s og Reynolds’ modellove, idet der er forudsat samme
stromningsmedium for model og prototype.

9. Det dybdebaserede Froude-tal

Som ovenfor navnt var Froude’s lov oprindelig et udtryk for, at belgernes udbredelseshastighed
skulle vaere lig modellens henholdsvis skibets sejlhastighed. Pa uendelig dybt vand, hvor belge-
udbredelseshastigheden er en funktion af belgelengden, er det naturligt at benytte skibslaengden
som den karakteristiske lengde. Men pa lavere vanddybder er forholdene mere komplicerede.
P& mellemdybt vand er belgeudbredelseshastigheden en funktion af bdde belgelengden og vand-
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dybden. Pa meget lavt vand er hastigheden en funktion af vanddybden d alene, séledes at alle
belger udbreder sig lige hurtigt, nemlig med hastigheden

c=1gd (16)

Ved at indsatte vanddybden d i stedet for vandlinjeleengden L i det almindelige Froude-tal far man
det dybdebaserede Froude-tal:

v, V.

Fr = M — P
‘ \/gMdM \/gPdP

A7)

Denne variant af Froude-tallet, som undertiden benaevnes Boussinesq-tallet, er et mél for, hvor
hurtigt fartejet sejler i forhold til belgernes udbredelseshastighed ved den pigaldende (lave)
vanddybde. Det dybdebaserede Froude-tal er et nogletal 1 Havelock’s (1908) undersegelser af
skibes belgedannelse pa lavt vand, og det har fiet ny aktualitet i forbindelse med indferelsen af
hurtigferger 1 kystnare omréder. Bolgedannelsen fra disse skibe ath@nger serdeles meget af deres
hastighed i forhold til belgehastigheden. Ved det dybdebaserede Froude-tal

Fr, =1 (18)

er skibets hastighed lig med belgeudbredelseshastigheden. Dette kaldes den kritiske hastighed;
lavere hastigheder kaldes underkritiske, hojere hastigheder kaldes overkritiske. Da skibet ved den
kritiske hastighed bevager sig med samme hastighed som samtlige belgefrekvenser (i modsatning
til situationen pa dybt vand, hvor kun én frekvens passer med skibets hastighed), kan der akkumu-
leres meget hoje balger omkring skibet. Af hensyn til kystmiljoet og andre sefarende mé man
derfor planlaegge skibets fart i forhold til rutens varierende vanddybder, sddan at skibet enten sejler
overkritisk eller underkritisk, og at det befinder sig i1 det kritiske hastighedsomrade i1 kortest mulig
tid. Der er en tydelig analogi mellem det dybdebaserede Froude-tal i forbindelse med sejlads pa
lavt vand og Mach-tallet i1 forbindelse med flyvning ved lydhastighed.

Ved modelforsagg pa lavt vand ensker man at opfylde sdvel det almindelige som det dybdebaserede
Froude-tal. Der er ikke nedvendigvis en konflikt mellem disse to krav. Hvis modelvanddybden
kan skaleres som modellens ovrige linezre skalaforhold, kan begge Froude-tal overholdes samtidig.

10. Keulegan-Carpenter-tallet

I svingende stremninger, som for eksempel belgebeveaegelser omkring en offshorekonstruktion, har
det vist sig, at Reynolds-tallet ikke er tilstraekkeligt til at karakterisere stromningsformer og kreefter.
Dette haenger sammen med, at en svingning med stor amplitude og lav frekvens kan give samme
partikelhastighed som en svingning med lille amplitude og hgj frekvens, men de to stremnings-
former kan give vidt forskellige kreefter pa konstruktionen. I det forste tilfeelde neermer situationen
sig den stationare stromning, som Reynolds-tallet egentlig refererer til, mens man 1 det andet
tilfeelde har en situation, hvor stremningen den ene vej naeppe kan né at etablere et stabilt menster,
for retningen vender, og et nyt stromningsmenster skal etableres med modsat fortegn.
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For at kunne karakterisere sddanne svingende stromninger definerede G.H. Keulegan og L.H.
Carpenter (1958) det sikaldte Keulegan-Carpenter-tal:

KC = 2mx" (19)

hvor U, er den maksimale stromningshastighed 1 den uforstyrrede stremning pd konstruktionens
sted, T er (bolge)perioden, og D er et karakteristisk tveermal pé konstruktionen, for en cirkuler
cylinder dens diameter. KC-tallet er siledes, bortset fra en talfaktor, et mal for partikelbanens
amplitude i1 forhold til konstruktionens sterrelse, og det har afgerende betydning for sterrelsen af
strommodstands- og inertikoefficienterne 1 Morison’s formel.

KC-tallet kan opfyldes samtidig med Froude-tallet i et belgemodelforseg, men da vil Reynolds-
tallet ikke vaere opfyldt. Overholdelse af alle tre modeltal i et modelforseg kan kun finde sted 1
skala 1:1. Men da belgekrefter pd offshorekonstruktioner har sa stor sikkerhedsmassig og
okonomisk betydning, har man for dog at neerme sig denne forsegstilstand flere steder 1 verden
bygget meget store belgekanaler, hvor selv de sterste havbelger kan genskabes 1 skalaforhold
omkring 1:10.

11. Strouhal-tallet

Et andet modeltal af betydning for svingningsfe&nomener i strommende medier er Strouhal-tallet,
som er et modeltal for hvirvelaflesningsfrekvensen bag et fast legeme i strommen. Man kan ogsa
opfatte Strouhal-tallet som forholdet mellem legemets storrelse og hvirvelafstanden i hvirvelalléen
bag legemet. Det defineres som:

Sr= fU—D (20)

hvor fer hvirvelaflgsningsfrekvensen, D er et karakteristisk tvermal pd konstruktionen, for en
cirkulaer cylinder dens diameter, og U er den lokale uforstyrrede stramningshastighed.

Strouhal-tallet er til en vis grad en funktion af Reynolds-tallet. Og da Reynolds-tallet sjeeldent kan
overholdes i et modelforseg, vil man generelt heller ikke kunne opna det korrekte Strouhal-tal.

12. Cauchy-tallet

Cauchy-tallet omhandler forholdet mellem inertikraefter og elastiske krafter, mere specifikt i denne
sammenhang kraefter pa en konstruktion i vand eller luft i forhold til de elastiske krafter i
konstruktionen selv. Cauchy’s modeltal defineres som:

_pU’

C
4 E

21)
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hvor p er fluidens massefylde, U er stromningshastigheden, og E er materialets elasticitets-
koefficient. I et modelforsag, der skaleres efter Froude’s lov i identiske fluider, vil telleren i
Cauchy-tallet blive skaleret som det lineere skalaforhold. For at f4 den korrekte elastiske reaktion i
modellen ma man derfor bygge denne af et tilsvarende bledere materiale end prototypen.

Cauchy-tallet er en vigtig modelparameter ved vindtunnelforseg med hangebroer og andre blade
bygninger, ved dynamiske forseg med bevagelige offshorekonstruktioner og ved forseg med skibe
11s.

13. Weber-tallet

Weber-tallet omhandler forholdet mellem inertikrafter og overfladespandingskrafter. Dette
forhold har betydning for modelleringen af propellerkavitation, bundslag (slamming) og

belgespraijt.

Weber’s modeltal defineres som:

(22)

hvor p er vaeeskens massefylde, U er stromningshastigheden, / er en karakteristisk lengde, og oer
overfladespandingen.

Generelt kan Weber’s lov ikke opfyldes sammen med Froude’s lov, hvilket er arsagen til, at
modelbglger mangler de naturlige belgers hvide skumtoppe. Dette er dog mest er et optisk
problem. Mere alvorligt er den mangelfulde modellering af propellerkavitation ved selvfrem-
drivningsforseg. For at undersege dette fenomen har man derfor mattet konstruere sarlige
kavitationstanke, hvor trykket kan reguleres, sdledes at bobledannelsen omkring kaviterende
propellerblade kan simuleres 1 modelskala.

14. Mach-tallet

Mach-tallet angiver forholdet mellem den lokale stremningshastighed U og lydhastigheden c i det
strommende medium. Lydhastigheden er det samme som udbredelseshastigheden af en trykbelge i
mediet. Mach-tallet defineres som:

Ma = (23)

v
c
Udover sin indlysende betydning for fly- og raketteknologien har Mach-tallet ogsa relevans for
skibs-, offshore- og bygningsforseg i de tilfeelde, hvor trykbelger opstér i vand eller luft.
Eksempler herpé er eksplosioner og undervandskommunikation. I forbindelse med belgestedtryk
pa offshoreplatforme eller de beslegtede slammingtryk pa skibe er Mach-tallet et vigtigt modeltal

til beskrivelse af trykbelgerne 1 vandet og 1 de luftpuder, der normalt dannes mellem vandover-
fladen og konstruktionen, og dermed til skalering af det resulterende tryk.
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Mach-tallet har kun betydning, nar hastigheder og tryk er s store, at mediets kompressibilitet er af
vasentlig betydning. Ved de stromningshastigheder, der er aktuelle i skibs-, offshore- og bygnings-
sammenhang, kan man, bortset fra ovennavnte specielle fenomener, betragte bade luft og vand
som usammentrykkelige.

15. Skalaeffekter

Konflikter mellem de forskellige modellove har varet naevnt adskillige steder 1 de foregaende
afsnit. Generelt kan man i fysiske modelforseg ikke opnd overholdelse af mere end en eller to
modellove. Alle de uopfyldte modellove, som i sterre eller mindre grad er vasentlige for forseget,
vil da give anledning til de fejl, som kaldes skalaeffekter.

Skalaeffekter opstar som en logisk folge af, at naturlovene ikke kan @ndres i takt med skala-
forholdet. Skalaeffekter ma ikke forveksles med de fejl, der opstér pa grund af en ufuldstendig
fysisk modellering af forsegsobjektet eller de fysiske omgivelser. De fejl, der skyldes sddanne fejl,
for eksempel en forenklet modelkonstruktion, vaegeffekter 1 en vindtunnel eller balgerefleksioner 1
et bassin, kaldes derfor modeleffekter.

Man kan i et vist omfang korrigere for de uundgéelige skalaeffekter. Dette kan ske rent fysisk ved
at @ndre modellens egenskaber, sdledes at skalaeffekterne minimeres. Et eksempel herpa er ind-
forelse af ruhedselementer pa modellen for at opné et turbulent graenselag ved en hastighed, hvor
det ellers ville vare laminart. Et andet eksempel er anvendelse af aktive eller passive mekanismer,
der lebende korrigerer de kraefter paA modellen, som er mest udsat for skalaeffekter. Endelig kan
man ved en omhyggelig efteranalyse af forsegsresultaterne forsage at fjerne skalaeffekterne rent
beregningsmassigt. William Froude’s metode til ekstrapolation af skibsmodelforseg er et skole-
eksempel pé denne sidstnevnte metode.
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